POLYNOME DU SECOND DEGRE

Ce chapitre sur les polynéme est relativement simple. Il vous aide a manipuler les polynémes du second degré ainsi
que les équations du second degré.
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I - GENERALITES SUR LES POLYNOMES

Tout d’abord : Qu’es ce qu’un polynome ?

Définitions : Un polynéme non nul de degré n est une fonction définie sur R comme suit :

P(.I?) = anxn + anflxn_l + an72$n_2 +...+a1x+ag

Avec ag, ay, ..., a, des réels et a, # 0.

On dit que « est racine du polynéme P si: P(a) = 0.

Si on remplace I'inconnue d’un polynéme par sa racine, on annule ce polynéme.

Exemple : Le polynéme 22 + 22 — 2 et un polynome de degré 3 ayant pour racine 1 car :

13+12-2=0

Les définitions maintenant posées, je vais vous donner un premier théoréme sur les polynomes.

Théoréme : Soit P un polynéme non nul de degré n et a un réel.
Si « est racine du polynoéme P, alors il existe un polynoéme Q(x) tel que :

P(z) = (z — a) x Q(z)

Si on a a une racine d’un polynéme, c’est qu’on peut le factoriser par (z — «), voila ce que cela veut dire.

IT - POLYNOME DU SECOND DEGRE

1 - DEFINITION

D’abord une définition.

Définition : On appelle polynéme du second degré la fonction : (a # 0)

P(z) = ax® +bx +c

2 - FORME CANONIQUE

Je vais vous montrer comment trouver la forme canonique de cette expression. Suivez bien mon raisonnement, il est
important que vous le compreniez.
On part du polynéme P :

P(z) = ax® + bx + ¢

On factorise ce polyndéme par a.
Par a ? Mais il n’est pas en facteur partout! Comment je fais ?
La ou le a n’est pas en facteur apparant, vous diviserez par a tout simplement. Regardez :

b
P(a:)zax2+bx+c:a(m2+am+§)
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Vous voyez bien qu’en développant on retombe sur ’expression du départ.
Continuons. On ne va se préoccuper que de la partie 22+ gac en factorisant & I’aide d’une identité remarquable a?+2ab+b? =
(a +b)? comme ceci :

b b2
2 _ 2
SRR R Fo R v
On doit enlever % car :
b .o 5 b b?
(x+2a> -7 +ax+4a2

. N . 2
Et nous nous ne voulons que z2 + gx. Donc la meilleure des choses a faire, c’est d’enlever 4%?.
Ce qui nous donne :

b c b b2 c
P(z) = 242 2y = 27 4=
(2) = o(@® + Zu+ Sy =al(w+ o) = 5+ 1]
Mettons sous le méme dénominateur les deux derniére fractions.
b b? c b b% — dac
P == b 2 —_ —| = —_ 2 e ——————
(@) =alw+ 5o~ oy + S = allw+ o) = ]
On note A la quantité b — 4ac,
A =b? — dac
Et on a fini : ) 2 ) A
— 4ac
P = D — 2 — = _ 2 [
(x) a[(x+ 2a) 4a2 ] [("’U 2a) 40;2]

Résumons tout ca.

Propriété : Soit P(x) = az? + bz + ¢ un polynéme du second degré avec a # 0.
On appelle forme canonique de P :
b., A
P(z) = a[(z + %) - 472]
Avec A le discriminant de P :
A =b? — dac

Exemple : Soit le polynéme P(x) = x? 4 2z — 1. Donner sa forme canonique.
On adoncici:a=1,b=2et ¢c=—1. On applique tout bétement la formule :
Ona:A=22—-4x1x(-1)=8

Calculons donc la forme canonique.

Plx)=2>+2x -1

P(z) =1{(z + 527)* — 5=

P(z)=(z+1)% -2

On a terminé.

Bien évidemment, on pourrez vous demandez de refaire le raisonnement précédent.

3 - EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Les polynomes peuvent étre présent dans des équations.

Théoréme : Soit 1’équation az? + bx + ¢ = 0 avec a # 0 et A = b? — 4ac le discriminant de ax? + bz + c.

— Si A <0, alors I'équation n’admet pas de solution réelle.

— Si A =0, alors I’équation admet une unique solution : —%.

—btVA 4 —b=—VA
2a 2a .

— Si A > 0, alors I’équation admet deux solutions distinctes :

A quot va nous servir ce discriminant ?
Le discriminant vous servira pour déterminer les racines d’un polynéme du second degré. Un fois que vous les avez trouvé,
vous pourrez donc factoriser ce polynéme par (z—«,,), avec a;, les racines trouvées. Vous pourrez alors résoudre I’équation.

Appliquons ce théoréme sur un exemple pour mieux comprendre de quoi il s’agit.
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Exemple : On vous demande de résoudre I’équation suivante :
2> —3z4+1=0

Calculons le discriminant :

A=(-3?—-4x1x1=9-4=5>0

Donc le polynéme 22 — 3z + 1 a deux racines distinctes :

—(=3)+6

rn = —F
2x1

_ (=35

Ty = ——
2x1

La valeur de v/5 n’est pas exact, on laisse donc la racine telle quelle. Par contre, on calcule le reste :

3+V5
2

3-5
2

r1 =

o =
Donc I’équation a deux solutions : x7 et xs.

Remarque : Comme je l'ai dit plus haut, les racines trouvées grace au discriminant peuvent nous aider a factoriser
un polynoéme.
Si on nous avait demander de factoriser le polynome P(z) = 2? — 3z + 1, on aurait eut :

3+v5 3—5
g e

Plz)=2*-3z+1=(x—x1)(z —22) = (z )

La formule exacte serait :
az? +br +c=alz —z1)(x — x9)

Parfois méme, on peut réussir a trouver les racines dites évidente d’un coup d’oeil (uniquement si elles sont trés simple,
comme 1 ou 0 par exemple).

Exemple : Les racines de P(z) = 22 +x — 2 sont 1 et -2 car :
P1)=1241-2=0
P(-2)=(-2)2+4+(-2)-2=4-2-2=0

Donc, on peut factoriser facilement P : P(z) = (z — 1)(x + 2).

4 - SIGNE D’UN POLYNOME DU SECOND DEGRE

Oui. Le discriminant va également nous permettre de déterminer le signe d’une polynoéme du second degré.

Théoréme : Soit I'équation P(x)ax? + bxr +c =0 (a # 0) et A son discriminant.
— Si A <0, alors P(x) est du signe de a.
— Si A >0, alors P(x) admet deux racines x; et x3. On suppose que x; < Zs.

Si x €] — 005 x1[U]xe; +00], alors P(x) est du signe de a,
Si ¢ €]ay;xo[, alors P(x) est du signe de —a,

En gros : si x est dans l'intervalle entre les racines, alors le polynéme est du signe de —a, sinon il est du signe de
a.

Exemple : Déterminer le signe de P(z) = 22? + x — 2.
Premiére chose & faire toujours : calculer le discriminant.

A=12—4x2x(-2)=14+16=17>0
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Deux racines donc :

Z14 VI
Zl- VI

Donc :

P(z) >0 (car a =2 > 0) si x €] — o0; ’llm[U]’lzm;—&-oo[,

P(z) <0 (car —a=—-2<0)six e]—l—?\/ﬁ; —H—f\/ﬁ[
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