
Les nombres complexes

I - Définitions

1 - Ensemble des nombres complexes

Définition : On appelle ensemble des nombres complexes, que l’on note C, l’ensemble dont tous les éléments s’écrit
de manière unique z = a+ ib, avec a, b ∈ R et i un élément tel que i2 = −1.

Le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z) et le réel b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).
Si a = 0, alors z est dit imaginaire pur.

2 - Conjugué

Définition : Soit z = a+ ib un nombre complexe.
On appelle conjugué de z, noté z, le nombre complexe défini par : z = a− ib.

3 - Module

Définition : Soit z = a+ ib un nombre complexe.
On appelle module de z, noté |z|, le nombre réel positif défini par : |z| =

√
a2 + b2.

II - Propriétés

Propriétés de calculs : Soient z = a+ ib et z′ = a′ + ib′ deux nombres complexes.

– Addition :
(a+ ib) + (a′ + ib′) = (a+ a′) + i(b+ b′)

– Multiplication :
(a+ ib)× (a′ + ib′) = aa′ − bb′ + i(ab′ + ba′)

– Division :
(a+ ib)

(a′ + ib′)
=

(a+ ib)(a′ − ib′)
(a′ + ib′)(a′ − ib′)

=
(a+ ib)(a′ − ib′)

a′2 + b′2
=
aa′ + bb′

a′2 + b′2
+ i(

ba′ − ab′

a′2 + b′2
)
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Propriétés : Soient z = a+ ib et z′ = a′ + ib′ deux nombres complexes.

– Egalité :
a+ ib = a′ + ib′ ⇐⇒ a = a′, b = b′

– Propriétés du conjugué :
z + z′ = z + z′

z.z′ = z.z′

(
z

z′
) =

z

z′

pour tout z′ 6= 0.

– Propriétés du modules :
|z.z′| = |z|.|z′|

| z
z′
| = |z|
|z′|

pour tout z′ 6= 0.

– Autres propriétés :
z.z = |z|2

z ∈ R⇐⇒ z = z

Im(z) = z ⇐⇒ z = −z

Re(z) =
z + z

2

Im(z) =
z − z

2i

z = z

|z| = |z|

| − z| = |z|

III - Résolutions d’équation du second degré dans C

Propriété : Soit az2 + bz + c = 0 une équation du second degré à coefficient réel, avec a, b, c ∈ R et a 6= 0.
Soit ∆ = b2 − 4ac le discriminant de cette équation.

– Si ∆ > 0, alors l’équation admet deux solutions distinctes réelles :

z1 =
−b+

√
∆

2a

z2 =
−b−

√
∆

2a

– Si ∆ = 0, alors l’équation admet une unique solution réelle :

z1 =
−b
2a

– Si ∆ < 0, alors l’équation admet deux solutions distinctes complexes :

z1 =
−b+ i

√
−∆

2a

z2 =
−b− i

√
−∆

2a
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IV - Argument d’un nombre complexe

1 - Image et affixe

Définition : A tout nombre complexe z = a + ib, on associe un point M du plan, appelé image de z, de coordonnées
(a; b).
A tout point M(a; b) du plan, on associe un nombre complexe z = a+ ib appelé affixe de z.

2 - Argument - Définition

Définition : Soit z = a+ ib un nombre complexe.
On appelle argument du nombre complexe z 6= 0, noté arg(z), l’angle θ défini par :

cos θ =
a

|z|

sin θ =
b

|z|

Définition : Tout nombre complexe z non nul s’écrit sous sa forme trigonométrique :

z = |z|(cos θ + i sin θ)

3 - Propriétés

Propriétés : Soient z et z′ deux nombres complexes non nuls.

–
arg(z.z′) = arg(z) + arg(z′)

– Pour tout n ∈ N,
arg(zn) = n.arg(z)

–
arg(z.z′) = arg(z) + arg(z′)

–
arg(

1

z
) = −arg(z)

–
arg(

z

z′
) = arg(z)− arg(z′)

–
arg(z) = −arg(z)

– Si k > 0,
arg(kz) = arg(z)

– Si k < 0,
arg(kz) = arg(z) + π

– k ∈ Z,
z ∈ R⇐⇒ arg(z) = kπ

– k ∈ Z,
Im(z) = z ⇐⇒ arg(z) =

π

2
+ kπ
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V - Notation exponentielle

1 - Définition
Définition : Soit f la fonction de R dans C définie par : θ 7→ cos θ + i sin θ.
Cette fonction vérifie la propriété suivante : pour tous réels θ et θ′, f(θ + θ′) = f(θ)f(θ′). Cela se vérifie aisément.
Admettons que la fonction f soit dérivable. Sa dérivée est : f ′(θ) = − sin θ + i cos θ et donc f ′(0) = i.
Par analogie avec la fonction exponentielle, on écrit alors :

eiθ = cos θ + i sin θ

Soit z un nombre complexe non nul d’argument θ et de module r (arg(z) = θ et |z| = r), alors on appelle forme
exponentielle de z :

z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ

2 - Propriétés
Propriétés : Pour tout θ, θ′ ∈ R,
–

eiθ.eiθ
′

= ei(θ+θ
′)

–
eiθ

eiθ′
= ei(θ−θ

′

–
(eiθ)n = einθ

–
eiθ = e−iθ

–
|eiθ| = 1

–
arg(eiθ) = θ

3 - Exponentielle et géométrie
Propriété : Soient C un cercle de centre O d’affixe ω et de rayon r et un point M d’affixe z.

M ∈ C ⇐⇒ ∃θ ∈]− π;π[/z = ω + zeiθ

L’équation z = ω + zeiθ est appelée équation paramétrique complexe du cercle C.

VI - Les nombres complexes en géométrie
Propriétés : Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b et c.

– Le vecteur
−−→
AB a pour affixe (b− a).

– La longueur AB vaut le module de l’affixe du vecteur
−−→
AB :

AB = |b− a|

– L’argument du vecteur
−−→
AB est l’argument de son affixe :

(
−→
i ;
−−→
AB) = arg(b− a)

– L’angle formé par les vecteurs
−−→
AB et

−→
AC est :

(
−−→
AB;

−→
AC) = arg(

c− a
b− a

)
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Propriétés : Soient A, B, C et D quatre points distincts du plan d’affixes respectives a, b, c et d et k ∈ Z.

– Les points A, B et C sont alignés si (
−−→
AB;

−→
AC) = kπ, soit arg( c−ab−a ) = kπ.

– Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires si (
−−→
AB;

−→
AC) = π

2 + kπ, soit arg( c−ab−a ) = π
2 + kπ.

– Les points A, B, C et D sont sur un même cercle si (
−→
CA;
−−→
CB) = (

−−→
DA;

−−→
DB) + kπ, soit arg( b−ca−c ) = arg( b−da−d ) + kπ.

VII - Transformations géométriques

Propriétés : Soit un point M du plan, d’affixe z.

– Translation : Soit −→u un vecteur d’affixe a.
Alors, l’image de M par la translation de vecteur −→u est un point M ′ d’affixe z′ = z + a.
La translation de vecteur −→u s’écrit :

z′ = z + a

– Homothétie : Soient O un point du plan, d’affixe ω, et k un réel non nul.
Alors, l’image de M par l’homothétie de centre O et de rapport k est un point M ′ d’affixe z′ = k(z − ω) + ω.
L’homothétie de centre O(ω) et de rapport k s’écrit :

z′ − ω = k(z − ω)

– Rotation : Soient O un point du plan, d’affixe ω, et θ un réel.
Alors, l’image de M par la rotation de centre O et d’angle θ est un point M ′ d’affixe z′ = eiθ(z − ω) + ω.
La rotation de centre O et d’angle θ s’écrit :

z′ − ω = eiθ(z − ω)
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