FONCTION EXPONENTIELLE - CORRECTION

EXERCICE 1

Résoudre les équations suivantes :

l.e " —e*=0

e —e"=0e"=e"sr=-a2=0

2. e —(1+e)e”+e=0
On pose X = €”.
L’équation a résoudre devient donc :
X2 —(1+e)X+e=0

C’est une équation du second degré. Calculons le discriminant A.
A=(1+e)? —de=1-2e+>=(1-¢)?
Et donc, en sachant que e > 1, la racine du discriminant vaut :
\/Z =e—1
L’équation du second degré admet donc deux solutions distinctes :

X, o el 2o
X, = 1+e—(e—1) 1+ege+1 _ % =1>0

2

Donc:e** —(1+e)e®+E=0&(e*=coue*=1)sr=1ouz=0

3. —2e” + 19 = 5e”

—2e"4+19=5e" < (Te* =19) (" = =) & (ln(e”) =In(=)) © . =In(—)

4 3e®+1 _ e*-37
© BeT+2 | 2e7—64
On pose X = e*.

L’équation de départ devient donc :

3X+1 X -—37
5X +2  2X —64

L’ensemble de définition de cette équation est : R — {—2;32}.
Résolvons-la.

3X+1 X371
5X 4+2 2X —64

& (3X +1)(2X — 64) = (5X +2)(X —27)

& (6X%2 —190X —64=5X% 183X —74) & X?* —~7X +10=0< (X —2)(X —=5) =0

Soit : X =2 ou X =5.

Or, 2 et 5 sont dans 'ensemble de définition R — {—2;32}, donc 2 et 5 sont bien solutions de gﬁi; = S=3L.

Revenons au petit « :

e’ =2oue” =5s0it : x =1n(2) ou z =1n(5)
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On pose X = 372 > (.
L’équation de départ devient donc :

X—f—%:l—i—e

Résolvons cette équation.
—&—%zl—i—e@Xz—(l—&—e)X—&—e:O
+¢€)? — 4e = (1 — e)? positif, donc deux solutions distinctes.

X

Equation du second degré avec A = (1

X, = 1+e;\/Z _ 1+e~2kefl _
X, = 1+e;/K _ 1+e§e+1 _

oo ®
—_

Ces solutions sont strictement positives, donc, en revenant au petit x :

e32 =eoue3®t2 =1, s0it : 3z +2=10ou2x+2=0.

Donc, les solutions de I'équation e3*+2 + £ = e + 1 sont les suivantes : z = —% ou z = —2.

EXERCICE 2

Résoudre les inéquations suivantes :
2
1. e e® <eb

2 2
el <l el s ltr<b6e?+2r-6<0

On résout aisément I’équation x2 + 2 — 6 = 0 pour trouver les solutions —3 et 2.
Donc, ’ensemble des solutions de I'inéquation est :

S =]-3;2]

2. 2e”—1 < e”

er—2 er+

Cette inéquation est définie pour = tel que e* — 2 # 0 c’est-a-dire si x # In(2).
On pose X = e*.

L’inéquation de départ devient donc :

2X—2< X
X -2 X+1

Ce qui se résout ainsi :

2X-2 X 2X-2 X o X?43X-1
X-2 " X+1  X-2 X+1 (X —2)(X +1)

Les racines du polynéme X2 +3X — 1 sont X; = _?’%/ﬁ <0et Xo= _?’%‘/ﬁ > 0.
Or, X =e® > 0, on ne gardera que la solution positive.
Tragons le tableau de signe correspondant.

X 0 X 2 +na

X*—3x -1 e +

X -2 - - 0+

X+1 - - -

2 www.mathsbook.fr



Donc :

X?2+3X -1 -3+ V13
— <0 Xe]——;2
X _2)(X+1) =2
Revenons au petit x :
2e® — 1 e’ -3+V13
pr— < ] &z €] ln(f),ln@)[

Conclusion, I’ensemble des solutions de I'inéquation sont :

5 (= 1o
EXERCICE 3
Montrer la limite suivante : .
lim &~ =1
x—0 xX

Il s’agit d’une application directe de la dérivabilité de la fonction exponentielle en zéro.
Soit f(x) = e*.

. ot _ .0 _
T STy SS0=ast
EXERCICE 4
Déterminer la limite suivante :
325 —2245
lim e(2tc4+5x2+3)
r—+oo
Posons tout d’abord :
() 32° — 22 +5
ulx) = ————————
2z% + 522 + 3
Pour tout = # 0, on a :
3°(1— s +3%) 3 1-3zh+3%
u(x) = 1 : T =T X : 3
Limite en +oco :
2 5
1 1 - 3zx + 35 1
1 5 3 =
w—)+ool—|—2 2 +2$4
Donc :
lim wu(zr) =400
r—-+00
Or,
lim eX =400
r—r+00

Donc, d’aprés le théoréme sur la limite composée de deux fonctions, on a :

lim e*®) = 40

r——+00
Et :
li =
Limite en —oco :
2 5
T i A
2% TF g + o
Donc :
lim w(z) =—o00
Tr— — 00
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Or,

lim eX =0
r—r—00

Donc, d’aprés le théoréme sur la limite composée de deux fonctions, on a :

lim e“*) =0
Tr—r— 00

Et :
lim f(z)=0

r—r—00

EXERCICE 5

Déterminer la limite suivante des fonctions suivantes en £oo.

_ b5x—2
1. f(z) = 0=
Limite en 400 :

Pour tout x non nul, on a :

Or:
lim 5——=5
r——+00 xX
Et :
. 1
Im 1+—=1
T—+00 e’
Donc :
_2
lim L

On sait que :

Donc :

Et donc :

D’ou :
lim f(z)=0

Tr—r+00

Limite en —oo :

Beaucoup plus simple. On va déterminer la limite du numérateur puis celle du dénominateur.

lim (bx —2) = —oo}Et: lim (e*+1)=1

Tr—r—00 T——00

Donc :

br—2 lim f(z)=—o0

11m
z——o00 ¥ + 1 T——00

71:5
2. g(x) =

p
Limite en 400 :

Pour tout x non nul, on a :
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Or:

Et :

Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions :

D’ou :

De plus, on sait que :

Et que :

Donc :

Or,

Conclusion :

Limite en +00 :

On a:

Et :

Donc :

Et :

Et comme :

On peut en conclure que :

EXERCICE 6

Déterminer la limite suivante :

Pour tout réel z # Inb, on a :

lim 2° = 400
Tr— 400

lim eX =+o00

X =400

5
lim €* =400
Tr—r—400

r——400
e
lim — =+
X —4oco
5
L€
lim — =+
r——00 1’5

lim 2° = —o0
Tr—r— 00
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Or :

T—+00 ez
Et :
lim (1-—)=1
xr—+00 e’
Donc : )
1+ =5
lim <=1
z—4o0 ] — 2
pe
Et comme :
lim e* =400
T——+00
Nous pouvons en conclure que :
] 62:1: + 1
lim =400

EXERCICE 7

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :
1. f(x) =a2%e®

Pour fout réel x, on pose u(z) = 22 et v(z) = —x.
On a donc :
f(x) = u(x) x '@

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'ensemble des réels et u'(x) = 2z et v'(z) = —1.
Donc, f est dérivable sur R et pour tout réel x, on a :

) =u'(z) x e’ 4 y(z) x v/ (2)e’™ = 227 — 22 = 2(2—x)e™®

2. g(x) = e** x \/x

Pour tour réel x positif non plus, on pose u(x) = /z et v(x) = 2.
On a donc :

Donc :

3. h(z) = 258

z2+e”

Pour tout réel x, on pose u(z) = 2e* — 3z et v(z) = 2% + €®.
On a donc :

Or, les fonctions u et v sont dérivables sur R : u/(z) = 2e” — 3 et v/(x) = 2z + €.
Comme pour tout réel z, v(z) # 0, la fonction h est dérivable sur R.

Calculons sa dérivée.
' () x v(x) —u(z) x v'(x)

v?(x)
(2e® — 3) (2% + €%) — (2e* — 32) (27 + e%)
(22 + e7)2
2e%% + 22%e® — 3e® — 312 — 2e%* — xe® + 622
(22 + e7)2
(222 — x — 3)e* + 322
(22 + e7)2

h'(z) =
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EXERCICE 8
Soit la fonction f définie sur Ry par f(0) =0 et six #0 :
flz) =z xe >

1. Montrer que f est continue sur R et étudier la continuité de f en 0.

. _1 . . . . . . . ,
La fonction e™= est continue sur R, qui est la composée de fonctions continues, et la fonction racine carrée est
continue sur R% .
Donc, la fonction f est continue sur R car c’est un produit de fonctions continues.

Etudions a présent la continuité de f en 0.
La fonction racine est continue en 0, donc :

lim v/ =0
x—0
De plus :
=1
lim — = —00
rz—0+t X
Et :
lim eX =0
X——0o0
Donc :

On en déduit donc que :

Et que :

La fonction f est donc continue en 0.
Finalement, f est continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable sur R* et étudier la dérivabilité de f en 0.

. _1 L. . . . . . . 4
La fonction e™= est dérivable sur R%, qui est la composée de fonctions continues, et la fonction racine carrée
est dérivable sur RY .
Donc, la fonction f est dérivable sur R% car c’est un produit de fonctions continues.

Etudions a présent la dérivabilité de f en 0.
Six >0, alors :

Or, on sait que :

De plus :
lim — = —o0
z—0t T
Et :
lim Xe¥ =0
X——0o0
Donc : 1
lim (—) x ew =0
rz—0t T
D’ou :
L @) - F0)
z—0t x
La fonction f est dérivable en 0 et on a :
fl(0=0
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EXERCICE 9

Soient les fonctions f et g définies par :

Partie A

1. Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

Pour tout réel z, on a :
1
flx)=ze " (zxe® — " + 1)

2
On sait que :
lim ze® =0
r—r—00
Et que :
lim e* =0
r—r—00
Donc : 1
lim —ze® —e*+1=1
T——00 2
De plus :
lim —x = 400
T——00
Et :

lim eX =400
X —4oco

Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composé de deux fonctions :

lim e % =+o00

Tr—r — 00
D’ou :
lim ze ™ = —o0
T——00
Finalement, on obtient :
lim f(z) = —o0
xr—r—00
. Déterminer la limite de la fonction f en +oco.
On a: .
2 2
—xt—r=x(=— —
2 ( x)
Donc :
lim (zz° —z) = o0
T—r+00
Or :
lim —x=-
r—+o0
Et :
lim XeX =0
X——o0
Donc :
lim —ze ™ =0
T—r+00
Ainsi :

On désigne par Cf et C — g les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthonormé.
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Et donc :
lim f(z) =+

r—r+00

. On pose h(x) = f(z) — g(x). Déterminer la limite de la fonction A en +oo. Donner une interprétation graphique de
ce résultat.

On a:

Et on a vu que :

Donc :
o T () =0
Qu’es-ce que cela veut dire?
Eh bien, comme f(x) = g(z)+h(x) et que la limite de h(z) en I'infini vaut 0, la courbe Cy est une courbe asymptote
a la courbe CY.

. Etudier la position relative des courbes Cy et Cl.

Ona:

f(x) = g(x) = h(z) = ze™
Et h(z) est du signe de z, donc Cy est au dessous de C, sur Uintervalle | — co; 0] et Cy est au dessus de C, sur
10; 400

De plus, les courbes se coupent au point d’abscisse 0.

Partie B

. Montrer que la dérivée f’ de f est :
fll@)=(z-1)1-e)
D’abord, la fonction f est dérivable sur ’ensemble des réels et pour tout réel x, la dérivée de f est :

f@)=o—-1+e"—ze"=@-1)—-e"(z-1)=(z—-1)(1—-e7)

. Etudier le signe de cette dérivée pour en déduire les variations de la fonction f.

On a :
l-e®>0&1>e*we">1s2>0

On en déduit aisément le tableaux de signes suivant :
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On en déduit facilement que f est strictement croissante sur | — co; 0 et sur [1;+o00[ et strictement décroissante sur
[0; 1].

7. Dresser le tableau de variation des fonction f et g.

Le tableau de variations de la fonction f se déduit du tableau de signes précédent :

Tr | —oo )] 1 +o0
fiz) - 0o - 0 -
0 00
.-Ir ___.-"'-..-..J HHM’“H-“_ ___.-"'-..-..J
— .J_I,'llﬂ' - J."IlE

Pour la fonction g, on a :

Jg@) =xz-1
Donc :
I — o0 1 + o0
q'(x) — 0 I
=0 —
g T o
—le

8. Tracer Cy et Cj,.
Voici les représentations graphiques des fonction f et g.
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e
4 3 -2 1 /0 T 2 : 4 5 i
-1
/ -2
-
-d
EXERCICE 10
Soit f la fonction définie sur [1;+oo[ par :
f(z) =e® —2?
Partie A

1. En dérivant deux fois la fonction f, déterminer les variations de cette fonction sur son domaine de définition.

Pour tout x € [1; 400 :

fl(z)=¢e"— 22
Et:

J'(a) = e 2
Or, x > 1, donc : e* > e car la fonction exponentielle est croissante.
Ainsie* —2>e—2>0et f’(z) > 0.
Donc, f est strictement croissante sur [1; 4o00].

Ainsi, si > 1, alors f'(z) > f'(1) et comme f'(1) =e—2>0, ona f'(x) > 0 et donc f est strictement croissante
sur [1; 4o0l.

2. Déterminer le signe de f.
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Comme f est strictement croissante sur [1;+oo[ et u > 1, alors :

f(z) = F(1)

Or,
f)y=e—1>0

Donc f est positive sur [1;+o0].

Partie B
On considére la fonction g définie sur [0; +oo[ par :

g(x) = xe

On appelle C,; sa courbe représentative.

. Déterminer la limite de g en +o0.

Pour tout x € [1; 400 :

1 ; 1
f(z)>0<:>f(x2)>0«t>e””2>x4¢>e*$2<—4<ﬁ>xefﬂ”2<—3
x x

Dong, si z € [1; 400, alors :

0< go) < —
x
D’aprés le théoréme des gendarmes, comme : .
oo 3 =0
Ona:
o) =0

. Justifier la décidabilité de g sur [0; +o00[ avant de déterminer ses variations sur [0;+oo[ et dresser son tableau de
variations.

La fonction —x2 est dérivable sur [0;+oo[, la fonction e~*" est dérivable sur [0;+oc| comme composée de fonc-

tions dérivables et enfin la fonction xe=*

dérivables.

2, soit la fonction g, est dérivable sur [0; +oo[ comme produit de fonctions
On peut donc calculer sa dérivée.
Pour tout x de l'intervalle [0; +o0] :

g (z) = e — 2% = (1- 21‘2)6712

Donc, f/(x) est du signe de (1 — 22?) car e >0 (c’est une exponentielle).

1-222 =012, = —g ou o = g On en déduit aisément le tableau de signes suivant.
T ] I 00

1—227 1 : (] —

gz | 1 i 0 -

oS

Nous lisons trés bien que g est strictement croissante sur [0; @} et strictement décroissante sur |
Voici donc le tableau de variations de la fonction g.

.
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5. Déterminer une équation de la tangente (T') & Cy au point d’abscisse 0.

La fonction f est dérivable en 0, donc C,; admet au point d’abscisse 0 une tangente d’équation :

y=g'(0)(z —0) +g(0)

Comme ¢'(0) = 1 et g(0) = 0, une équation de la tangente (7') a Cy au point d’abscisse = 0 est donc :

y=x

6. Tracer la droite (T) et la courbe Cy.

Partie C
On considére la fonction h définie sur [0; +oo] par :
h(z) = x%e™*
On appelle C}, sa courbe représentative.
7. Déterminer la limite de h en 400 en utilisant la partie A.
Pour tout x € [1; 400 :

1
f(z) >0 f(a? S0 >ttoe™ <« — arte™ < -
x4 T

Donc, si z € [1; 400, alors :

1
0<h(zx)<-—
(r) < -
D’aprés le théoréme des gendarmes, comme :
lim — =0
T——+00 I
On a :
lim h(x)=0
r—r+00
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8. Déterminer les variations de h sur [0; +00| et dresser son tableau de variations.

La fonction h est dérivable sur [0; +o00[, on peut donc la calculer.
Pour tout x € [0; +o0] :

W(z) =32%" — 2zt =a%e " (3 — 227)

W (z) est donc du signe de (3 — 222) car 2%e~* > 0.
Les racines du polynome (3 — 2z?) se calculent facilement. Les voici : 21 = f\/g et x9 = \/g .
On en déduit le tableau de signes de la fonction h.

Riz) | 0 - 0 —

On en déduit que h est strictement croissante sur [0; /3] et strictement décroissante sur [{/2, +00].

9. Déterminer les positions relatives de Cy et Cj,.

Pour déterminer la position relative de ces deux courbes, on étudie le signe de g(z) — h(x).
Pour tout x € [0; +o0] :

g(z) — h(z) = ze™® — P = z(1 - $2)67w2

Le signe de g(x) — h(x) est celui de z(1 — 2?).
Voici le tableau de signes correspondant.

1—a° : (0 -

glx) =hiz)| 0 i 0 -

Donc : Cy est au dessus de Cj, sur ]0;1[, Cy est en dessous de C}, sur |1;+o00[ et les deux courbes se coupent aux
points d’abscisses 0 et 1.

10. Tracer Cj et C},.
Voici les tracé dans un graphique.
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EXERCICE 11

La suite (u,) est définie pour n > 1 par :
1
Un = (1 + E)n

Le but de cet exercice est de déterminer la limite de cette suite.

1. Montrer que, pour tout réel z, on a : 1 +x < e”.

En déduire que si n > 1, alors (1 + %)” <e.

On sait que 1 + x < e” (cela se démontre trés facilement).
En posant z = %, ona:sin>1,alors:

3=

1
1+—-<e
n

Dong, la fonction x™, n naturel non plus, étant croissant sur [0; +o0] :

1

(1+ E)n <e
2. En posant X = —z, montrer que si X < 1, alors e¥ < ﬁ
En déduire que si n > 1, alors e < (1+ =)™+,
On pose X = —z.
SiX <1l alors0<1—X—e X etdonc:
eX < 1
S1-X
. — _1 .
Or.X—n—Hdonne.
- 1 1 n+1 14 1
= 1 _— = = —
=X l-g5 =3\ n n
Et :
X et
En utilisant la question précédente, on obtient :
1

3
3
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3. En déduire que sin > 1, alors 0 < e — uy,

D’aprés les questions précédentes, pour tout n > 1 :

Donc :

Or:

Donc :

4. En conclure que :

On a:

Donc :

D’ou :

1 1

16

I+ )" <e< (14 -)"H!
n
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