
Limites de suites et de fonctions

I - Limites de suites

1 - Convergence et divergence de suites

Définitions :
– On dit qu’une suite (un) converge vers un réel L si pour tout intervalle ouvert U contenant L, tous les termes de la

suite appartiennent à U sauf un nombre fini.
On note alors :

lim
n→ +∞

un = L

L est la limite de la suite (un) et elle est unique.

– Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

Propriété : Une suite (un) converge vers L revient à dire que la suite (un − L) converge vers 0.

Propriété : Une suite (un) croissante non majorée tend vers l’infini.

2 - Théorèmes de comparaison

a - Théorème des gendarmes

Théorème des gendarmes : Soient (un), (vn) et (wn) trois suites numériques telles que (un) et (wn) convergent vers L.

Si un 6 vn 6 wn à partir d’un certain rang, alors la suite (vn) converge vers L.

Si à partir d’un certain rang on a |un − L| 6 vn avec limn→+∞ vn = 0, alors la suite (un) converge vers L.

b - Critère de divergence

Critère de divergence : Soient (un) et (vn) deux suites numériques telles que un 6 vn à partir d’un certain rang.

– Si limn→+∞ un = +∞, alors limn→+∞ vn = +∞,
– Si limn→+∞ vn = −∞, alors limn→+∞ un = −∞.

3 - Opérations algébriques

Propriétés : Soient (un) et (vn) deux suites numériques convergentes de limites respectives L et L′.

– La suite (un + vn) est convergente et sa limite est égale à L+ L′,

– La suite (unvn) est convergente et sa limite est égale à LL′,

– Si L′ 6= 0, la suite un

vn
est convergente et sa limite est égale à L

L′ ,
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4 - Limites de suites et de fonctions

Propriétés : Soient f une fonction définie sur ]a; +∞[ et (un) = f(n) une suite définie à partir de n > a.

Si f admet en +∞ une limite finie, ou infinie, alors la suite (un) admet la même limite.

5 - Cas des suites géométriques

Théorème : Soit q ∈ R− {0; 1} (un réel non nul et différent de 1).

– Si −1 < q < 1, alors la suite (qn) converge vers 0,

– Si q > 1, alors la suite (qn) diverge vers +∞,

– Si q = 1, alors la suite (qn) converge vers 1,

– Si q 6 −1, alors la suite (qn) n’a pas de limite.

II - Limites de fonctions

1 - Limite finie en l’infini

Définitions : Soit f une fonction et l un réel.

– La fonction f a pour limite l ∈ R en +∞ si tout intervalle ouvert contenant l contient toutes les valeurs de f(x) pour
x suffisamment grand.
On note :

lim
x→ +∞

f(x) = l

– La fonction f a pour limite l ∈ R en −∞ si tout intervalle ouvert contenant l contient toutes les valeurs de f(x) pour
x suffisamment petit.
On note :

lim
x→ −∞

f(x) = l

2 - Limite infinie en a

Définitions : Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant l’intervalle ]a; a+ ε[ ou ]a− ε; a[, avec a un réel et
ε > 0.
– La fonction f a pour limite +∞ en a si f(x) est très grand dès que x est suffisamment proche de a.

On note :
lim
x→ a

f(x) = +∞

– La fonction f a pour limite −∞ en a si f(x) est très petit dès que x est suffisamment proche de a.
On note :

lim
x→ a

f(x) = −∞
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3 - Limites de fonctions de référence

Définitions :
– Si n ∈ N∗,

lim
x→ +∞

xn = +∞

– Si n est pair,
lim

x→ −∞
xn = +∞

– Si n est impair,
lim

x→ −∞
xn = −∞

–
lim

x→ +∞

1

xn
= 0

–
lim

x→ −∞

1

xn
= 0

–
lim

x→ +∞

√
x = +∞

–
lim

x→ +∞

1√
x
= 0

4 - Opérations sur les limites

Somme des limites :

limx→ a f(x) L L ou +∞ L ou −∞ +∞
limx→ a g(x) L′ +∞ −∞ −∞

limx→ a(f + g)(x) L+ L′ +∞ −∞ INDETERMINE

Produit des limites :

limx→ a f(x) L L > 0 ou +∞ L > 0 ou +∞ L < 0 ou −∞ L < 0 ou −∞ 0
limx→ a g(x) L′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ ou −∞

limx→ a(f × g)(x) L× L′ +∞ −∞ −∞ +∞ INDETERMINE

Quotient d’une limite :

limx→ a f(x) L L = 0 ou f(x) > 0 L = 0 ou f(x) < 0 +∞ ou −∞
limx→ a

1
f(x)

1
L +∞ −∞ 0

Quotient des limites : Pour déterminer la limite de f
g , il suffit de déterminer la limite de 1

g puis de déterminer la
limite du produit de f par 1

g .

5 - Fonction rationnelle polynomiale au voisinage de l’infini

Propriétés : Soit P un polynôme.

– La limite de ce polynôme P en +∞ ou −∞ est égale à la limite de son terme de plus haut degré.

– La limite d’une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont des fonction polynômes en +∞ ou −∞
est égale à la limite du quotient des termes de plus haut degré.
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6 - Limite d’une fonction composée

Définition : Soient f une fonction définie sur I et g(x) une fonction définie sur f(I).
La fonction g ◦ f (on dit "g rond f")est la fonction définie aussi sur le domaine I par :

g ◦ f(x) = g[f(x)]

Théorème : Soient f une fonction définie sur I, g(x) une fonction définie sur f(I), a un élément de I (borne comprise),
L et L′ deux réels ou ±∞.
Si :

lim
x→a

f(x) = L

lim
X→L

g(X) = L′

Alors :
lim
x→a

g ◦ f(x) = L′

7 - Théorèmes de comparaison

a - Théorème des gendarmes

Théorème des gendarmes : Soient f , g et h trois fonctions telles que :

g(x) 6 f(x) 6 h(x)

lim
x→a

h(x) = b

lim
x→a

g(x) = b

Alors, on a :
lim
x→a

f(x) = b

b - Comparaison au voisinage de +∞

Théorème de minoration : Soient b un réel, f et g deux fonctions.
Si, pour tout x ∈]b,+∞[,

f(x) > g(x)

lim
x→+∞

g(x) = +∞

Alors :
lim

x→+∞
f(x) = +∞

Théorème de majoration : Soient b un réel, f et g deux fonctions.
Si, pour tout x ∈]b,+∞[,

f(x) 6 g(x)

lim
x→+∞

g(x) = −∞

Alors :
lim

x→+∞
f(x) = −∞

III - Comportement asymptotique

1 - Asymptote horizontale

Définition : Soit f une fonction telle que limx→±∞ f(x) = l.
La droite d’équation y = l est asymptote horizontale à la courbe Cf en ±∞.
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2 - Asymptote verticale
Définition : Soit f une fonction telle que limx→a f(x) = ±∞.
La droite d’équation x = a est asymptote verticale à la courbe Cf .

3 - Asymptote oblique

Définition : La droite D d’équation y = ax + b est asymptote oblique en ±∞ à la courbe Cf d’équation y = f(x)
lorsque :

lim
x→±∞

f(x)− (ax+ b) = 0
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